Charakteryzacja ACL, ztozenia i inne

Zadanie 1. Wykaza¢, ze jesli u € WHP(Q), to réwniez |u| € WP(Q) oraz zachodzi
wzér V|u| = sgnuVu w nastepujacym sensie:

Vu(zx) gdy u(z) > 0,
V0ul(z) = ¢ —Vu(z) edy u(z) <0,
0 gdy u(z) =0

Wywnioskowaé, ze dla dowolnych u,v € WHP(Q2) funkcje max(u,v), min(u, v) ré6w-
niez naleza do W'?(Q).
Wskazéwka. Rozwazyé ztozenie u z f.(x) = (€2 + |z|?)Y/? —e.

Zadanie 2. Wykazaé, ze jesli u € WHP(Q), to Vu(z) = 0 dla p.w. x ze zbioru
{z € Q:u(z) =0}.
Wskazowka. Tym razem rozwazy¢ ztozenie z funkcja f.(x)sgnx.

Zadanie 3. Pokazaé, ze jesli ®: Q — Q' jest gtadkim bilipszycowkim dyfeomorfi-
zmem oraz u € WHP(Q'), to uo ® € WHP(Q) oraz V(u o ®)(z) = Vu(®(z))VO(x).

Zadanie 4. (nieréwno$é¢ Poincarégo) Pokazaé, ze jesli obszar 2 C R™ jest ograni-
czony, to
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dla u € Wy*(Q). Wskazéwka. Rozwazy¢ najpierw obszar Q = {z : —R < z; < R}.

Zadanie 5. Wprowadzmy na R™™™ wspétrzedne (z,y) € R™ x R™, a obszar
Q C R™™ potnijmy na n-wymiarowe plasterki 2, = QN (R" x {y}). Wykazac,
ze jesli u € WHP(Q), to funkcja u, = ulg, nalezy do WP(Q,) dla prawie kazdego
y € R™, ponadto pochodne u, zgadzajg si¢ z obcigciami pochodnych u.

Zadanie 6. (charakteryzacja ACL) Wykazaé¢, ze w przypadku Q C R""! kazda
funkcja u € WH1(Q) posiada reprezentanta, ktéry jest absolutnie ciggly na prawie
kazdej prostej €2,,. Sformutowac¢ i udowodni¢ odwrotne twierdzenie.

Zadanie 7. Wykaza¢, ze ztozenie v = fou funkcji u € WHP() z funkcja lipszycow-
ska f: R — R nalezy do WP(Q) (gdy € jest nieograniczona, zaktadamy dodatkowo
f(0) = 0). Ponadto d;v(z) = f'(x)0;u(z) dla p.w. x € §, przy czym przyjmujemy
f(x)0;u(x) = 0 w punktach, w ktérych d;u(z) = 0.



